PROBLEME

Procédés physiques de transmission d’un signal

Dans ce probléme, on se propose d’étudier et de comparer le cible coaxial et la fibre optique
comme supports de distribution de signaux. La partie I traite du cible coaxial. Dans la sous-partie L.1,
on le supposera parfait, tandis que la sous-partie 1.2 visera a en affiner la modélisation. La partie I1
traite de la fibre optique. Aprés avoir rappelé quelques résultats généraux d’optique géométrique
dans la sous-partie II.1, on détaillera la propagation des rayons dans la fibre a saut d’indice (sous-
partie I1.2) puis dans la fibre optique a gradient d’indice (sous-partie I1.3), ce qui nous conduira a
analyser une technique d’augmentation de la capacité de transmission : le multiplexage (sous-partie
I1.4). La sous-partie IL.5 est consacrée aux pertes associées a |’usage de la fibre optique.

Partie I — Le cable coaxial

Un céble coaxial, représenté en figure 1, est constitué d’un fil de cuivre cylindrique central, de
rayon a, appelé dme, et d’un conducteur cylindrique creux de méme axe de révolution, également
en cuivre, appelé gaine et de rayon intérieur b. Un isolant occupe tout I’espace entre I’dme et la
game A T’entrée du céble coaxial, on place un générateur de tension, non représenté, entre I’ame et
la gaine.

< gaine

Figure 1 — Structure d’un cible coaxial

On modélise le cable coaxial, milieu continu, par une ligne électrique a constantes réparties, pour
laquelle on note respectivement A et /I les inductance et capacité par unité de longueur. La ligne est
modélisée par une succession de trongons élémentaires de longueur dx, considérés comme des
quadripdles €lémentaires auxquels sont associées une inductance dL=A-dx et une capacité
dC =TI"-dx. Le schéma électrique d’un trongon de ligne de longueur dx est représenté en figure 2.

Dans ce modele, on néglige toute perte résistive. On note i(x,t) et i(x+dx,z) les intensités des
courants dans la ligne, & I'instant #, aux abscisses respectives x et x+dx. On note u(x,t) et

u(x+dx,t) les tensions entre I’ame et la gaine, & I’instant ¢, aux abscisses respectives x et x+dx.
Les tensions et courants sont des signaux sinusoidaux alternatifs de fréquence f.

i 1+dxt
ame —» | H"ﬂ:’\}}\‘\j}‘- (

1 2
u(xt) o Ly ‘ u(x+dx,r)

1 | ’ x
% x+dx

Figure 2 — Schéma électrique d’un trongon de ligne de longueur dx
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I.1 - Le céble coaxial parfait
* Q1. Comment le courant circulant dans I’ime revient-il jusqu’au générateur de tension ?

Q2. Démontrer que les deux équations différentielles couplées sur u et i sont:
- Qu(x,t di(x,t)  di(xt ou (x,t
u(re) __ di(en)  di(nr) - du(xr)
ox ot ox o
Ju(x+dx,t) ou(xt)
ot | ot
Par ailleurs, on rappelle que, puisque dx tend vers zéro, nous avons les relations suivantes :

M-dx et i(.r+dx,t)—i(x.r)=M-dx.
ox ox

a ’ordre 0 en dx.

Vous considérerez, notamment, que :

u(x+dx.t)—u(x.t).=

Q3. Montrer que u(x,t) et i(x,t) obéissent a deux équations de propagation de D’ Alembert.

En déduire I’expression de la vitesse de propagation v des signaux dans la ligne en fonction de
A et I". Vérifier sa dimension.

Q4. On étudie les solutions des équations de D’Alembert en régime permanent sinusoidal. La
tension u(x,t) correspond a la partie réelle de la tension complexe u(x,). L’intensité i(x,t)

correspond 2 la partie réelle de I'intensité complexe i(x,7). On propose, avec j le nombre
complexe tel que j* =—1, des solutions complexes des équations de propagation de la forme :
u(x,t)=p-i,-exp(j(@-t-k-x))-p-i,-exp(j(@-t+k-x))
et
i(x.t)=i, —m;p(j((x)-t—lc-x))+i1 'exp(j(a)~t+k-x)).
Vérifier que u(x,t) est compatible avec I’équation trouvée i la question Q3, i une condition

sur v, @et k qu’on explicitera.
Donner une interprétation physique de chacun des deux termes présents dans les expressions

de u(x,t) et i(x,1).

Pour la suite, nous considérerons toujours i, non nul.

QS. Donner I’expression de p en fonction de I’impédance caractéristique Z_ = T
Préciser son unité.

Q6. L’extrémité du cédble, de longueur d, est fermée sur une impédance Z. Exprimer i en
fonctionde: iy, Z,p ketd.

Q7. L’impédance totale de la ligne vue depuis I'abscisse x, notée Z, (x), a pour expression :

u(x,t)
(=)

condition sur Z, I'impédance Z, (x) est indépendante de I’abscisse x ? Quelle est alors

Z,(x)=

. Donner I’expression de Z,(x) en fonction de: Z, p, k, d et x. A quelle

I’expression de Z, (x) ? Que dire dans ce cas de i, et que peut-on alors conclure ?
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Quelle impédance mettre en bout de cdble pour s’assurer, dans le cadre des
télécommunications, que la puissance transmise est optimale ?

1.2 - Le cable coaxial avec pertes

La modélisation précédente ne décrit qu'imparfaitement la propagation du signal. Aussi on se

propose d’étudier le modéle représenté en figure 3 dans lequel on a inséré une résistance dR =r -dx
par rapport au modéle de la figure 2 de la page 2.

dL dR

v BT emasses i(x+dx,t
e — SO
u(x,r) dC | u(x+dx,r)
gaine . -
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Figure 3 — Schéma électrique d’un trongon de ligne imparfait de longueur dx

Q8. Quelle est I'origine physique de la résistance dR ?

Q9. Montrer que I’équation de propagation de I’onde de tension u(x,) est:

9’u(x,1) d°u(x,t) du(x,t)
e e i, S
o’ o o

Q10. En considérant une solution de la forme u(x,t)=u,-exp(j(@-t—k-x)) a I’équation de

propagation précédente, dans laquelle k est une pulsation spatiale complexe, trouver
1’équation de dispersion associée i la ligne.

Q11. On écrit k sous la forme: k=a - j- f. Que représentent physiquem;nt o et [ 7 Justifier,
par un raisonnement physique, le signe de florsque o> 0.

Q12. On définit I'atténuation linéique de puissance du signal entre le point d’entrée du cible
coaxial en x = 0 et un point d’abscisse x par la grandeur A, exprimée en décibel par unité de

10-log[ g ] = 'l"( % ]
P(x) In10 P(X) T p(x)=-Re(£(X.1)'i*(x’t)) la

longueur, A= =
F *

o

2

5 : P ;
puissance moyenne de 1’onde a I’abscisse x et P, =P(x=0)= E-uo -1, la puissance moyenne

de I’onde en entrée du cible.
En considérant que i(x,t)=i,-exp( j(@-t—k-x)), exprimer A en fonction de J
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Q13. A I'aide d’un développement limité i I’ordre 1, montrer que si r<<A-w, alors
P ﬁ |
In10 A

Q14 Par ailleurs, on montre que, lorsque r>> A-@, I’atténuation linéique de puissance a pour

: 0 s : :
expression : A =I—EE-J2_-r-I“-a). Ainsi, au vu de cette équation et de celle de Ja question
n

Q13, il semble que I’atténuation linéique de puissance progresse avec la fréquence puis
devienne indépendante de celle-ci lorsque les effets inductifs prennent le pas sur les effets
résistifs. Mais, en réalité, i cause d’un phénomene physique associé 2 la résistance r, en haute
fréquence, r augmente avec la racine carrée de la fréquence. Nommer et expliquer ce
phénoméne.
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