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lcol,E r.ol,yrEcrtNteuE - EcoLEs NoRMALES suptRrErrREs
DcoLE supttlrEuRE DE pHyalquE ET DE CHIMIE INDUSTRTELLES

coNcouRll D' DMISSION 2|116 FILIDRE PC

coMPosrTroN DE prrysrQuD - B - (xEULc)

(Duicc : t hcurcs)

L'tttilitation dc.s 6k:d^triccs n'ut Fn outoritdc rd,lrr ette epft1ne
Lu taullatt det ./?litatiatLt numfiqtd semnt donnts a'l€t w thiflre signifc til.

llbtoires d'eau ou quelques aspects de la physlque des gouttes

Introductlon.

u Nous nous prop<xrD-.r d'6tudicr dcux a6pcct6 dc la physiquc d€s gouttes d'eau. L'un conc€lue I'e.flel
mecanique de Ia pluie sur un paic-brisc d'avion et fait l'objct de Ia premiarc partie. L'autre se rappone
i ls deBtabilisation d u-tr filet d'eau conduisant i la forrnatnrn dhn chapelet d€ gouttelett€s et constitue
Ia sctonde partie. C€s deux parti€s lvtrrt indi.pend rtos.

Notatlon et donn6€-

Aca6lqat iondelap€sa eur:  g = 9.8lE.s-z
ltAcq€ lolumique de l'air I po = l.20kg.m-3
lrlasse rolumique de I'eau : p. = 998 kg . m-3
Viscosit€ d'.namiqu€ de I'air : 4" : 1,85 x l0-5 Pa . s
Tcnsion su p€rfic i e Ie eau / aft : 1 = 72,8x 10-3J m-2

12 signe '='€st une egalitd irtroduisant et d€finissant une gmndeu.
Intdgrale g6ftralis€e :

h= lo'- ,".,e1-'1a' = n! (n e N)

El6ment de longueur d'rue courbe d66nie par une fonction U = y(r)

s I Impact m6canique de l,a pluie.

Nous nous propwns d'6tudicr l'effet m€csnique de la pluie slx. un parc-b se. Une goutte est eesi-
milee i une sphCre de rayon r. Sa vit€se, ps! rspprt su refi:rcnticl re-rrestre Raft-- A* 4 ) consid6r6
(t)mmc galileen, est notie n: td" on E. = i/9.

Le coemci€nt de traiDee d'us objct sph6rique, dsns un 6coulement en r€gime inertiel, est seDsiblemed
n corr8tant. Notis adoptoB la lalcor C, = 0,4.

( l )

(2)

(3)r + y'(r)2 dr(tir), + (dy), :
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I.A Chute dtule goutte d'€su.

1. s) Sur la ba.se de sa propre expcrience, pmpoeer un ordre de grandeur du rayon d'une goutte
d'eau de pluio ct cclui de 6s vit€ss€ de chute.

b) Cslculex le nombr€ de Raynolds correspondant. En d6duirc ls nsturc du r6gime de l'6cou-
s lelr€nt & I'air butour de ls goutte.

Nou6 cor|.cid6retons que l'6couleEeDt demeure dan3 cr r6gime duraitt toute ls chute d'une
goutte.

c; ttaUr te bilsn dcs forc€6 qui s'exerc€nt sur une gouttet lor€ de sa chutc. Pr(ffuer leur
cxpr€66ron,

d) ftablir que Lr vites.qc dc chute de la goutte est r6gie par I'equation difi6refiicllc :

r on u ert une @nstslte que I'on cxpdrncra c fonction de p./pn,g, r et C,, et dont on
dotllle!:a unc intcrpr6tetion physique.

2. a) D6te.mircr la solution de l'6qustioD diff6rentiele (4) er {rnrid6nrnt quc la goutte quitt€ le
nuage ar€c une vites€e negligc.sblc dcvant u.

b) Esquiscr l'allure de l'6volution t/! = !(t/t") oti f rcpr€sente un temlrc crrsctdristiquc
x quc I'on prff6ela- C4mmetrter bri{'rv('rncxt (!tte d\olutioD.

c) A t,artir du trace prffietrt, d6linir u.s€ di{triDe clra4tdristique ,Elt au deli de laquele on
p€ut corFid6r.:r quc la goutte a atteint ule vitesse limito.

d) Cslculer les lBleurs nuD6riqucs dc u ct It'. ComrDeDter brier€med ce dernicr rcsultat.

I.B Efrort m6canlque.

- 
Nou-lt $illaitons €6timer la force qu'excr([ ln pluie sur le paF-bri* d uII avioo. trc pat€-brise est

Eod6-llr6 par unc surface .9 rectangdriie dc hautfur A = 0,5 m et de largeur , = I m, incli[ee
d'ull angle o: {5'sur la direciion horizontale (figuro (1)). Nou3 considereroE que, lorsque qu'unc
goutte heulte le pt|r.-bris€, sa quantite de mouveDteat, rclal i vcment !! un re[rdre li6 d I'avion, s'anDrrlc.

FIcuRE I - Scb€ma de pro6l du nez d'ur avion progl(rr$rnt, sous la pluie, d la vitesse tl = W qr. L€
pare-brise appsrsit .n trait plein 6p6is.

L'i erlqit6 t 6mct6rissnt une precipitation ert mef,ur{r par ls hsutcur d esu recueillie au sol, par
., udt6 de tcmps. Pour le6 spplicatioDs nu!6riqu$, nous adopteFons ,l = 3oorrm.h-l (pluie e.xtreme,

sur unc courtc duree).

Dans ult pr€mipr temps, norls nnplo8(tns que les gouttB de pluie ont lc mAlnc rayon ro : 0,5 rnm.
Nous notoEs ]{o leut nombrc par unitd de \olume (d'atmosphere).

s=r-(1) ' , (4)
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3. a) Exprimer,Vo en fonction de r, ro cl dc I'intea.cit6 I.

" 
b) Cslculer ls lsleul num6dque de JVo.

c) En d€duire ls dist xc noycnrc.lo ontrc l(B goutt{x dc pluic.

4. Nous considdrom d'abord le cas d un avion immobile sur I'a6rodrcme.

a) Rap!€3ente!, sur lrlr sch€Es, le domaine de precipitatioD (atmo€pheE et goutt€s) btelc€pte
psr le parc.brbe €Dtrc l€a irshnts , et t + dr.

b) Exprimer la force 4 exelcae par la pluie sur le parc-brise. v6rife! que sotr module s €crit
g)lr3 h forme :

16 :  ( tcosa)Sp"u' .  (5)

$ Explicit€r le d6p€ndsnc€ du fsctc.ur l aicc No el ro. Pr<x.iscr sa dimcnson.

c) Calclrler l'ilteDsit6 de cette for.e.

5. Nous coDsiddrons mainienant un avion tolalt i ls vit€sse li = W?-!,

s) Donnc. un o.dre de grandeu de 
'y 

pout un avioD de ligDe.

b) En se pls$nt dan8 un repcrc li6 d l'avion, representer, sur un sch€ma, le domain€ d€
d pr6cipitation (stmosphare et SouttB) intc.rccpt6 par lc pare-brisc, cntrc lca instants t et

t + dr. On consid&ela l€ ordr€ de grendcrrr en je.u.

c) En d&ufue l'erpi*sion de la f,rrrr'l: excrrrr par la pluic sur le parebrise.

d) Domer I'ordre de grandeur dc la forcc cornsgrrxlnntc.

I.C Dbtrlbutlon du r.Jon d€s Soutt€s.

ED r€alit€, 1(3 gouths (le pluic n'ont pss tout6 la mCme taille. Le Dombre dlv de gouttes, par uDite
de x ume (atmospb6riquc), dont lc ralon est compris entre r et r + dr suit sensiblem€Dt la loi de
Msrshall-Palmcr :

dlv:  n(r)dr:  
"o 

exp(-r l ))dr,  (6)

6 oi no et ) sont Ie3 parametre3 (cor|3tents) dc la diEtribution.

La difidrcntiellc dP(r) = dtV/rVo, ori lVo repreoente le DoDrbre totsl de Eouttas par udta de volume,
s'intcrpttc corDme la probsbilit€ 6l6m€ntaire que le rayon d'uDe goutte sppsrtienn€ a' I'intenalle

[r, r + dr].
6. Quelqu€ propri6tCs de la dbtribution de raj,oD.

. a) Exprirn€r No en fonction de no et ,|

b) Comparcr 1e!| probsbilitcs P(r <,\) ct P(r > l) que le ralon d'une goutte choi6ie al6atoi
remeot soit, rdpcctiverncnt, infi'.icur ou buptricur i l. Intcrprctcr c€ rcsultat.

c) Exprimer le ralon moyen (r) d€s gouttes. Mettrc ce rBultat en perspective du p!6c6deDt.

7. NouB d66trissons le $sndeur dill6rentielle Euilsnt€ i

An^
d]lt(r) = p.; rJ n(r)dr. 17\

a) Donn 
" 

s" 
"giin""tior 

physiquc.

- 
b) Esquisscr l'sllurc 6rsphiquc dc l& gundcur t(r) = dM ldr.
c) Precfuer Ie ralotr d€s gouttes dont la contribution A! b mssse totsle (psr uDitd de lr)lum€)

€st la plus importe €.

d) Exprimer la masse moyenne (m) des goutt6.
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€) C<rrnenter ls compalaison dc (m) i la mas-c€ d'une goutte de iayon (r).

L'exprcssi( dc ls force obtenue n h qu(r ion (5c) s'€,.crit sous Ia forme :

F: -alrr'3 4, (8)

oi le fadeur Q r$t ind6Fndant de 1v0 et r0.

a) Exprincr la force F2 exerc€e par la pluic sur le pare-brise, porr la dishibution (6).

b) Lrerirner lc rspport lp = lfDl/lFl 
pou! un Domblc total,V0 de goutt€s par udt6 dc rclume

fixd ct pour (r) = to.

c) Conclure sur l'etret meuiq c dc Ia Dluie. Le comparcr i (:clui correspondant au mailtien
en pr€sioo de l'habitacle d€ I'avion.

La figure (2) pr6re.ntc d(rs rel€v€d m6t6orologique$ d{. l& distribution du r6yon d6 gouttcs.

r(mn)

FIGTRE 2 RElcv€ m€t6orologiquer dc la distribution du !a)on d.:r gouttes de pluie, pour cilq rcaimca
de prccipitation. On remarquera l'echcllc l%arithmiqu€ en ordonn(:c.

a) Compslff rcs donn6€6 d leur nx)d(:li$tion par la loi de MaFhsll-Palmer (6).

b) Porr Ic plus faibl€ r6gime d(: prc(ipitation, que I'on d{signcra en justifiant sa llal({'tion,
deduirc de la ligure (2) les vdlcurs (approxitlatir€) de no et de ,\.

c) Dans.e m6mc r$me, doDner la rrleur numdriqu€ du myon rno],cn (r) et cele du noxrbre
total i/o dc gouttes par unit6 dc l'olume. Commentej cc dcmicr resultat.

d) Parmi les relatiorls cr?rimatrt le nombr€ lotal de goutt€s ,\'0 par rmit6 de rolume, leur
rayrn mojen (r) ei la fore .F cxercee sur le pale-brise, obtenues en s'appuya$ sr la loi de
Marshall-Pnlrner (6), que e esi cellc qui souffre le moils de I'i<rrt de c?tte loi aux relel.(s
m6teomk8iqucs ? C:ette r6pons€ doit 6tre argumente€.

II Formation des gouttes - lnstabilitd dc RAyleiglFPlateau.

Dans cel,tc psrtie, nous alloD,q 6tudier la d6tabilhation d'un ilet d'eau. Initislemeal rylin&ique,
on obs€n€ qu'il sc fragmeste €n un chapcl€t de goutt€s t. Ii: motcur de cette instabiliki, dite de
naybigh-Plateau, cst lA tension superficicllo (inergie de suface). On rappcllc que la mriation dc l sire
AS d'une interface e]au/rir cntraine utre \ariatn)n d 6ncrgie r\-E de celte intarfa(tr tclle qu€ :

a.

0.

At : ,y AS.

Nous choisia$nc d'arsocier uDe drrergie nulle i une aire sull{:.

I . on olFn€ @ ph6nomtn. analosue de fiagb.nrsiion lor.qt !r 6l€i d'6u s eoule .!r unc vitre ou lorsqm la rc€
lo.m. d6 p€rl6 srr une toile d'aldgDm.

(s)

"g
E
"g
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II.A Apptocl€stattque.

Dan6 un pr€mier temp€, nol,3 neglig€ons I'c.ffcJ dc la gravit6.

I
,.^{

--l I ----:

l.JcuRE 3 - Sch6mas du filet d'eau cylindrique initial (R4 < /,). puis de la perturbation sinusoiialale
ct cnin d€ l'6tal, final cn chap€let de Bnrttcs 6ph6riques.

a) CoDsideroDs unc flortion de longueu-r, d'un c] tildt€ d'eau, de ralon -Ra (Fo < ,), dan3
I'air (voir figure (3)). Exprimer lanergie do srrflrr.. Eo du cylindre cn fonction de ?, Fo ct
L.

b) t\pies sa destabiliration, lc cylindre a form6 N gouttes sph6riqu€s de ra],on r (figure (3)).
Exprimer I'energie de eurfaoc ,N de I'erLeesble dc c€s goutt€s, en fonction de .L ,ry et r.

c) i quelle condition, port$t sur r, la situation eD chapelet est-ele 6rcrgetiqusnent la plus
frlorsble? Atreli€er ce r€ult&t.

Si I'approchc pr6c€dente p€rmet dc justifer qu'une in*abilit6 €st susceptible d'apparaitre, elle
tr€ d€ffit toutefois p€s l'6volutioo @ntinue conduisatrt du 6lct d'eau (-&),I) au ch4clet de gout-
tclettes (,V, r). Nous corsidaroN alols $re le rayon E du filet di'au €st modul6 harmoniquement
&utour de sa valeur mo3rcnne (R) (voh figurc (3)) :

10.

11.

n( ' ) : ( t )+dsin(, t ' ) , (10)

oi r €st l'ab€ciir{: le long de I'axe de 6}.rn6trie, o l'emplitude.t t = 2r/l le nombre d'onde de
la p€.rtubation (i, > r). Nous supposoB de pll,c (tur! cctte perturbation elt faible, soit o < Fo
el, f,o < 1.

a) Etablir la relation liaft a, (,R) et n!. ExpriEer (ft) en fonctioD de -po, d I'ordrc le plus bas

b) A l or&e le ptus bas en a/& et on [o, 6tallir que l'ate latcrale du flet d6lorE6, rclati!€

'tne 
longue.ur d'onde, s'exprime I

(  l1).erG): s.r(o) 
[r ' *:1 1*,"e - r)] .

c) Analyser € rcsultat.
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fl.B Approchc dyndrtqu€.

Afd de rctrdt€ compte & l'sp€ct dynanique de I'instsbilita, trous dlonr maintenetrt 6tu&er l'6\,c
lution temporelle d'une perturbstion sinusoidde, de longueur d'onde fix5e. L'CqurtioD ddcrivant la
d6f6rnrtion du fbt devrent slors :

E(r , r l  = ( f i )  +odplJ\et-  E)1.  ( t2)

od !! €st une ghndeur, o priori compl€xe, et I l€ nomble d'onde, rdel pcitil

l,a r€lation d€ diaperiiott con€spondrde, 6tablie dane la timite du r6gime noD visquerx, s'6crit :

e, = r4 (rxof [(]no), - tl "u n3:r;h.

ru f2. a) Iadiquer les p\Bs de longueui d'onde sur quelles la pulration !4 e6t r6elle, ou imi8in^i"e.

b) Daba chaclroe de c€s situatioDs, d6crirc l'dvotutioD tenporellc d'un€ p€rhrbatiotr.

13, l, 6glrr€ (a) l€pr€delte 1€3 fonctioDs /a(I<) : + K 
',/t-aF et s+(K'): +K {Rt-.

K

Frcur.E 4 Reprds€ntltion graphique d€6 forctions l+ et 9a.

Reproduire (approximetiv€m€Dt) cette figure et y indique! les del'x dofrrinR cort€spondent
rux r6gim€s d6crib i ls qr.3tion prdcad€nte.

Situer, s|'t ls 6gure reproduite, etr le justiiant, I'abscisse K. pout laquelle l'instabilitc se
d6r€loppe l€ plus rapidement. Exprimer ls constatrte de I€[|IB r. qui lui €st e!6oci€..

Ideotifer lcs phlnomlues moteut et ft€irl en @acurrencb et i l'origtrc de ce t€mlx calrc-
taritique.

Calculet les valeure nurn6rique6 de ,\. et de r. pour ux rsj'on 'Ro : I mn (oa loura lire
lec uleure approdtdes sur le graphique).

DaDs le cas d'une oDd€ progr€ssive, indiquer comreot lire sui l€ giaphiqu€ l,N vitGse d€
phsse. Exprimer cett€ vit€$e dans la limite ,(2 > 1.

(13)

a)

b)

c)

d)

e)
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FICURE 5 Photographies dun f i let  deau dc dabit  Q: 2 S " 
r .  A la sort ie dun tube de ra]on

&r : I utn. a) Apparition de souttes I b) et c) Chule sur un obsta(lc.

II.C Instabilit6 dJun fflet d'eau €n chut€ libr€.

Nous souhaitoN iiudnj lcs .orrrxrrlcDents d6c ts pr6c6denment sur un lilet d'eau en (.hrtc libr(l
(fisrrrc (5)). A la sorrie d un tul!, ({lo ravr, /?o : 1 n,nr). l. filet d eau est d'apparence cllindrique
nais it prisotc toutcfojs de faibles penurbation de sou rarrrr (nor visiltet su. lcs iDrages).

A6n dc snnl)lifi.r cette 6tude. nous consid6rdN. qu eD l al)s(rxt dc pc.rrrrbatnrn. Ie champ de vitesse
au sein du filet (lcau cst r)riforme. taDt radialement que l(ngitudnrak\trort. Ccttc litcssc cst note€
Lh. Cela rrvi{{,l ir r6gliser les effets visqueL\ ainsi qre l amirx iss.nx{,l du fild dn n I'acc616ration de

14. a) l-lstimcr la \aleur de la vitesse alu.
b) En s appuFrt sur la photosraptie (tla). remoDter:r un ordr(: d. grunddrr dc l anrplitude o

de la pertulrari(rr qui iritic la d6stabilisation du filet d €au. On supposera qul lL apparait
irnm6diatement en sortie du tDbr.

15. La photographic (5-b) illustr€ une situation diff6rente or'r il appa&iit unc ondulation d€ la surface
du 6l(r (\'isible sur sa partie inf6rieure). Cette ondulati(m csi caus6e par l inpact du filet sur un
obstaclc (uDe bille) qr pert.,rrlic son ricoulcn,crt. f'our cc r6silne particulier. lbnde paran figee
(dans le r6f6r€ntiel du laborat(,irc).

a) P*ciser dalls quel #gixrc. eJ r6.llc ou nnasinair€. l exp6rience s€ situe. Ripolse i justificr.

b) Quene nrfomation. sur la vitesse de phase. l apparen.e ligar d. lbndc dorc t clk'?
c) \lesurer. sur la photograpln (5 h). la l.'nsncur d'onde s6lectionn6e et calculer le prd:luit

t/?o.

d) CAlflrler alols la litesse de phav' orrr:spoll<Iuitc ct l. .omparer n celle qui a 6t6. par
aill.\rrs. dija calcul6e.

e) La photosraphic (.'Fc) nontre l onde de surface pour une autr. positi(r d{, l ribstaclc. En
r6visant 1( s Lvpothascs adopt,.cs. expliquer pourquoi la ldrgueur dir(le ob*rv& diltirc dc
la pr.r .derrr . .

f) Or (orslat€ que les ondes s-att6nuent en s 6lclignanl dc llll)$a(lc. Qucllc porrrrait en 6tre
li)rigirc phvsique 1
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