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Ce sujet comporte deux parties indépendantes qui s’intéressent a divers aspects de la phy-
sique dans le tunnel de Fréjus. A 'exception de i tel que i2 = —1, les nombres complexes sont
soulignés. La notation z désigne le nombre complexe conjugué de z. Les vecteurs seront tra-
ditionnellement surmontés d’une fleche, par exemple j pour un flux surfacique; sauf s’ils sont
unitaires et seront alors surmontés d’un chapeau, par exemple €, tel que ||€,|| = 1. Pour les
applications numériques on utilisera 3 chiffres significatifs.

I. — Température dans le tunnel de Fréjus

Le tunnel routier du Fréjus relie la vallée de I’Arc, en France, au val de Suse, en Italie. Long
d’environ 13 km, le tunnel passe sous le col du Fréjus dans les Alpes cottiennes. La pointe
Fréjus culmine a une altitude de 2934 m.
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FIGURE 1 — Tunnel de Fréjus

La roche environnante dans le tunnel a une température constante Surface 0 ‘3
tout au long de l'année d’environ 30° C. Dans un premier temps | i
nous étudierons les évolutions saisonnieres de la température dans le

sol. Puis nous tenterons d’expliquer cette température élevée par un |

modele géophysique. v?

FIGURE 2 — Sol

I.A. — Evolutions saisonnitres de la température
dans le sol

On se place au sommet de la pointe Fréjus a une altitude de 2934 m. On assimile la roche a un
milieu semi-infini de conductivité thermique x, de masse volumique p, et de capacité thermique
massique c,. Sa surface est plane et horizontale et est soumise a la variation de température
extérieure T'(z = 0,t) = 6y + Tycos(wt) avec Oy = 0° C. (Voir figure 2).

d 1 — Calculer la moyenne temporelle de la température extérieure en z = 0. Calculer la
température maximale et minimale. Proposer une valeur numérique pour 7g pour les évolutions
annuelles de température.

d 2 — Le flux thermique élémentaire, défini comme la quantité d’énergie traversant une
surface élémentaire dS pendant dt , est noté d¢g . Rappeler la définition du vecteur jg, densité
de flux thermique. Quelle est sa dimension ?

1 3 — Rappeler la loi de Fourier, ainsi que ses conditions d’application. En déduire les di-
mensions de la conductivité thermique k.

1 4 — On étudie une tranche mésoscopique de sol comprise entre z et z + dz de surface S.
Quelle est I'énergie thermique d(Q) regue par cette tranche entre ¢t et t + dt ?
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d 5 — Pourquoi étudie-t-on une tranche « mésoscopique » ?

d 6 — Etablir 'expression de sa variation d’énergie interne dU en fonction de 9jQ et S puis

5T 0z
en fonction de ps, cs, S et Fnl
T(z,t O*T'(z,t
d 7 — En déduire I'équation de la chaleur & une dimension (21) = D% dans
2z

laquelle on précisera I'expression et la dimension du coefficient D de diffusion thermique.

On cherche des solutions de la forme T'(z,t) = 6y + Toe'@t=E2) vérifiant la condition aux limites
T(z=0,t) = 0y + Tp cos(wt).

d 8 — Interpréter cette forme de solution. Déterminer la relation de dispersion correspon-
dante. En déduire I'expression de k qu’on mettra sous la forme k = k' +ik” avec k' > 0. Quelle
est la signification physique de k" et k”. Déterminer 'expression correspondante de la solution
réelle T'(z,t).

d 9 — Calculer la profondeur z, a partir de laquelle les oscillations annuelles de température
ne s’écartent pas de 6y de plus de 1%. Que peut-on dire de la température dans le tunnel routier
de Fréjus ? Pour les roches granitiques constituant le Fréjus on donne p, = 2,65 x 103 kg - m~=3,
cs =850 x10%J - K~ -kg ! et k = 3,00 sL

d 10 — Que peut-on dire des variations quotidiennes de la température a la profondeur z, ?
En terme de filtrage fréquentiel, comment se comporte le sol ?

I.B. — Température d’origine géophysique

La température moyenne de 30° C relevée dans le tunnel de Fréjus peut étre expliquée par
un modele géothermique simple de la crotte terrestre. On considere qu’au niveau des Alpes,
I’épaisseur de la crotite terrestre continentale est L. = 45,0 km. Les roches granitiques qui consti-
tuent une partie des Alpes contiennent des éléments radioactifs comme 'uranium, le thorium et
le potassium. La chaleur produite par ces éléments radioactifs est directement proportionnelle
a leur concentration.

Dans les modeles couramment utilisés cette concen- Surface O T
tration décroit exponentiellement avec la profon-

deur, de sorte que la puissance volumique dégagée  (ronte >
peut s’écrire P = Pye & avec H = 10,0km. On  terrestre z+dz
prendra Py = 2,50 uW - m~3. La croiite terrestre |
repose sur le manteau terrestre, a la fois plus dense o/m
et plus chaud que la crotite. On admet enfin qu'au N\ rapntean T T T T T T T T
niveau de I'interface Z./,, entre la crotte et le man- (o estre ;m

teau ce dernier génere un flux surfacique constant v

Jm = —Jm€: avec jp = 350mW - m~. FIGURE 3 — Modele géophysique

d 11 — Effectuer, en regime stationnaire, le bi-
lan thermique dans une tranche de crotite terrestre de surface §, comprise entre z et z + dz.

'd 12 — En déduire la température T'(z) en fonction de : H, L., P, jm, k et y = 0° C la
température moyenne de surface en z = 0.

d 13 — Exprimer le flux thermique total fs = jse, au niveau de la surface en z = 0.

'd 14 — Comparer les deux termes proportionnels a z et simplifier 'expression de T'(z). Cal-
culer la température au centre du tunnel de Fréjus (z = 1,70 km) puis js.
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