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ONI)ES DANS I.ES FLUIDES

PARTIE I - Ondes acoustiques dans un tuyau dlastique

On considere un tuyau de section circulaire et d'axe Ox rempli d'un fluide (figure I ).
Au repos, le fluide a une masse volumique po et une pression intdrieure Po identique i la
prcssion extdrieure (cette demiere sera supposee constante tout au long de cefte panie). A
I'dquilibre, on suppose que Ie champ des vitesses est nul et que la section du tuyau est
uniforme et not€e ,4..

On s'intdresse A la propagation de perturbations acoustiques de pelites amplitudes
suivant l'axe Ox. ce qui permet de se limirer d une thdorie liniaire. Les champs de vitesse,
de pression. et de.masse volumique s'expriment alors sous la formc:

Or tui{6h,t
d u(t, l) = r1r,t, ^,

P(x,t )= Poa P1r,11
p(.r,r) = po + pr (r,/)

oir ii, est le vecteur unitaire selon
fa direction Ox. u(x,t) est appeld la
! iresse acoustique. et p6,!t est la
surpression par rappon A P,r. Le fluide
Clant supposd parfait. on considCre que
ces gtandeurs sont uniformes sur une
section du tuyau et que la
compressibilitd isentropique du

fluide ts est donnde par la relation :

Dans ce problerne, 1s sera noffnCe compressibiliti. et sera supposde constante.

l.l : Ondes acousliques dans un tuyau rigide

On se place tout d'abord dans le cas oir la section du tuyau ne ddp€nd pas de la
surpression.

Ll | - Eciire l'€quation d'Euler lilrdaris€e et en ddduire une prcmidre iquation
diffdrentielle entrE la vitesse acoustique //.r,t/ et la surpression pf.x, r.,,.

O 2 Ecrire l'dquation gendrale de conservation de la masse et montrer qu'elle se
rdduit ici, en se limitant toujours au l" ordre, d I'dquation di{Idrentielle:

apr ( . r . r )  ,  -  au(x.  
^dl  

-*Pn 
a,  

=u

O 3 Montrer enfin que la surpression p(x. t)et la vitesse ,//_r,t) obdissent d uDe
iquation de type d'Alcmbert. En d€duire I'cxpression de la c€ldrird c de I'onde sonore, que
I'on exprimera en lonction de Is et de pu.

Calculer la valeur de c pour I 'eau dc mer: p, - 1050 kg.m r et Xs : 5,2,10 r0 Pa '

* =i(*@)"

Figure I : tuyau dc rayon aa et de s€ctionA
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(u..x.- ^,t'1<^4a^ t ,L., 7,.'"2t *d.1
tr 4-Soit un iuyau dans lequel se propage une onde acoustique progtessive

monochromatique de longueur d'onde )r, dans le sens des r croisssnts. La c6l6rit€ de I'onde

acoustique est c. La su4rression associde est norcc p.G.t l=I l  1-I l3 g"^/-1t-!\
\  c ' l  r -  \  c" '

6- r=0, une certaine panie de I'onde est rddmise en direction des.x Degatifs: la

surpression associde A cene ood€ refl€chie est not€e p,(.r,t) = gl , * I l. On ,uppor. 
"u..,\  c, l

qu'au point.r{ on a p, = r p" 
^!ec 

(el- I ;+l]. Exprimer alors la pression totalc pour les
valeurs de -r n€gatives et montrcr qu'il appanit des ventres de pression pour des valeurs de r
q,t-\ qrti'r'or.^ <;. (o,,.fr.a L \. h 6^ts^ I'da'. O^ 1rn,'* utib^ (a
L"LJi*, ' ,o'-l,- . o ' t I

1.2 : onde acoustique drns un tuyru 6lastique

Sous I'effet d'une augnentatioD de la pression inteme, le rayon du tuyau, et donc son
airc,{, p€uvent varier d'une manidre qui oe ddpend que de la pression et que I'on supposera
isent.opique. On peut alors dCcrire ce phinomCne par un paramCtre Dr., appeld distensibilit€
(isentropiquc) du tuyau qui s'exprime comme :

^ rral)
"' 

= 
,t\ap ),

Dans cc probldme, pour un tuyau donne, la distensibilit€ sera supposde constante.

On suppose aussi que cette variation de l'aire du tuyau est suflisamDent faible pour
conserver les hypotheses de linCarit€ de la panie pricidente. De plus, on suppose qu'en tout
point la ddrivee temp,orelle du rayon est traucoup plus petite que la vitesse acoustique
l//-r,r/ calculde dans le cas d'un tuyau rigide. L'aire du tuyau i I'dquilibre seia noti,4o.

O 5 - Montrer que l'6quation de colseavation de la masse pemet d'6criie la relation :

)  ) .
+(p(r . r ) l l (x.r) .4( . r . t ) )+:  (p(-r . r . )  l ( , r .  r  )  )= 0
ctx dt

qui. sous Dos hypolhCses. peut s'€crire :

au (r . /  |
PoA--- + 0(p(x,0 A(x.O)=0

2{J06

3/11

dt

En dCduire la relation:

f t ,  +o")&p+a'l! 'r ' ' )  -o
ot qx

O 6 - Montrer que la surpression p/.r,t) et la vitesse acoustique ,/r,r,, obdissent a une
6quation d'onde de type d'Alemberi avec une c€lerite c que I'on exprimera en fonction de
Xs, Ds ct po. En compaEnt avec le r6sultat de la question 3, discuter des effets de la
distensibilitd d'un tuyau sur la propagation acoustique. En particulier, ce modele p€rmet-il

foume \il ||'L\ pldit
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d'abo.dcr la popagation dans les fluides incompressibles ?

O 7-On cherche d exprimer la distensibilitd du ruyau en fonction de ses
caractdristiques mdcaniques et gdomdtriques. On suppose que le tuyau est un cylindrc creux
donl la paroi a une dpaisseur, peiite devant le rayon intCrieur ao (figure 2).

Figure 2: tuyau de section
circulaire de rayon a6 et d'6paisseur r.

On admettra que la distensibilire Ds d'un
tel tuyau est li6e au module d'Young t du
rnatdriau com!'ossnt le tuyau par la rclation :

^a^us = -i:
Lh

Montrcr que, pour des fluides
incomprcssibles, on retaouve la foamule. dite de
Moens-Korteweg:

Eh
-2_ aoPo

O E Pour un nlbe cn acier, le module
d'Young vaut t= l0rrPa, alors que pour un
tuyau en caoutchouc. f vaul q?iqucrnent
l0'Pa. Calculer les disrensibil iGs pour un tube
en acier et un aulrc en caoutchouc, tous deux de

aayon I cm et d'dpaisseur 2 nrm.

En ddduirc la c6ldrite des ondes dans les deux cas quand lc tube est rempli d'eau de
me. et comparer avec la cdlCrite obtenue I la question 3. euel est, dans ch.que cas, le
f.cteur prddominant (compressibilitd ou distensibilit€) ? Dans quel cas la formule de
Moens-Korteweg est<lle valide ?

O 9 Montr€r que! pour une onde progressive dans le s€ns des r croissa[ts, on peut
d6finir uoe grandeur f telle que le ddbit volumique 4r.t) soit r€li€ e h surpression p1.r,r,,
pa. la relation :

t ( , - t )=r o(, - t \ .\  c)  \  c/

n^h'^
Poc

Dans ce p.oblCme, y sera appelC€ adminance acoustique (Noter qu,on dCfinit ici une
admittance acoustique co[une une €xpression rbliant le dCbit -€t non la vitesse- i la
surpression).

Calculer cette admittance acoustique pour les deux exemples de la question g,
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I.3 : Analyse quantitrtive d'un changement de tuyau

On dtudie maintenant I'influence d'une modification, en .r:0, des propridtCs du tuyau.
Celle-ci peut CtIe un changement de la section ou de I'dpaisseur du tuyau ou un changement
dans ses propriitds micaniques (module d'Young), Ces modifications p€uvent conduire d
un changement dans les valeurs de l'admittance acoustique fet de la cdldriti c.

On supposera que les modifications de propridt€s dtudiCes dans ce prcblamc
permettront d'admetttc qu'i la taaversde d'un mccordcment il y a continuitd de la surpression
et du ddbit volumique:

,tim 
p(r) = 

,tim. 
p(r)

1im ",r(x) = lim "/{.t)

O l0 Comm€nt expliquer qu'il n'y ait pas continuitd de la force p.,{ ar la tmversde de
la discontinuitd ?

Pour simplifier les notations, on considCrera que le tuyau est constituC de deux tubes :
le tube I pour les -r ndgatifs, de cel€rild cr et d'admittance acoustique f?, et le tube 2 pour
les,r positifs, de cdldritd cz et d'admittance acoustique y-, .

O I I Une onde progrcssive hamonique se propage dans le sens des r croissants dans

le tube l.l, surpressioa associde est notde pd(r.r)=/fr-: ] t"ro vont apparaltre
\ cr -,/

/  
- \  

/  \
une onde r€flcchie p,(x,tl= glt*I | .r une onde tmnsmise p,lx.tl=hlt . !1.

\  cr . /  \  cz)
Exprimei, eD fooction de /et des admittances Yl et Y?, les fonction I et r. Donner

^ll'exprcssion du coefficient de reflexion r = 
il

A quelle condition sur t et fr n'y a-t-il pas d'onde refldchie ?

O l2 - Rapp€ler l'expression du vecteur densiti surfacique de puissance acoustique en
fonction de la surpression p et dc la vitesse l,t. En d€duire I'expression de la puissance ? ir
tiavers ur tuyau en fonction de la surpression et de I'admittance.

On note Z et ?, les puissances mesu!€es au voisinage de I'origine et assocides aux
ondes incidente et r6flichie resDectivement.

Exprimer le coefficient dc r€flexion en puissance en fonction de fi et Yl.

En prenaot les valeurs des admittances acoustiques,trouv€es e la question 9, calculer I-
Au !u de ce r€sultat, expliquez ce qui se passe en pratique lorsque I'on raccorde un tuyau
d'arrosage (en caoutchouc) i un tuyau rigide (tuyau en cuivre, ou raccords ( rapides r en
plastique rigidc).

I
,t)

Ioune: s 
'l 

vo6 plail
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Figure 3 : bifirrcation

ONDES DANS I.I:S FLUIDES

O l3 - Oo considerc le cas d'un
branchement multiple (figure 3). Datts le cas le
plus gcndral, lc tube l, de cClCritd c, et
d'admittlnce acoustique yr, est rcli6 au tube 2,
de celdritd c2 €t d'admittance acoustique fi, et
au tube 3 de c€ldrite ca et d'admittance
acoustique f.r. On recherche alors I'expression
de la surDression refldchie :

e,G'D=c(t+!)

e,t t ' . ' t=h,( t - ; )

et celles des surDrcssions transmises :

k e I2J|.

On se place daas un cas simple or) les fubes 2 ct 3 sont identiques (meme section,
merne cCl€riti) : de plus, on admettra qu'ils ont m€me d€bit volumique. Ddterminer alors la
surprssion r€flCchie et les surpressions bansmises dans chaque tuyau en fonctiotl de l,onde
incidente, des cCldrit€s (cr et cr) et des admitiances (l/, et f2).

Que doivent vCrifier ces grandeurs pour qu'il n'y ait aucune onde refldchie ?

I.4 : Application i lo circulation sanguine

Dans un modCle trds simplifid, on f,€ut consid€rer que les vaisseaux songuins entrent
dans le modale dtudid dans la section precddente (I.3), et plus paniculidremeot les artires.
On considdrera daos ce problCme une artere paniculiCre : I'aorte. Elle est relide d'un cot6 au
ceur, que I'on considerera conune une source de pression, et de I'auEe cot6 au rdseau
arteriel pdriphdrique.

L'aorte est coarectemelt moddlisee par un tuyau dlastique de section circulaire
analogue d celui Ctudid dans la partie I.2 (rayon aFlcm, ipaisseur ,=2 mm) et on
consid6rem que son module d'Young t vaut qpiquement 106 Pa. Le sang sem simplement
moddlise comme un fluide parfait ayant les m€me propridtds que l'eau de mer.

IJ modgle propos€ ici est un cas extrememenr simplifii du systdme sanguin: en effet,
il oe traite pas de la circulation sanguine. DaDs Ie prCs€nt problime, le cceur n'est w que
comm€ source de prcssion. En r6alitd, sa fotrction premiere esr d'djecter i peu pres toutcs
les secondes un volume de sang de I'ordre du d6cilitre avec une vitesse de I'ordre de I m.s I.

Cependant, meme en ignorant cet aspect essentiel du systdme circulatoire sanguin,
I'analyse des ondes acoustiques dans les artires montre qu'il peut exister des reflexions
parasites lides i certaines parhologies. Ces r€flexions paft$ites vont alors cr€er des
surprcssions au niveau du cceur: le muscle cardiaque aura alors un effort suppldmentaire a'
fournir pour s'affranchir de ces surpressions, ce qui est i I'origine de certaines maladics
telles que I'hypertrophie cardiaque.

O l4-En supposant que la surpression acoustique engendr6e par le c@ur cst de
5.103 Pa, calculez I'accroissement relatifdu ravon de I'artdre.
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O 15 Une application importante en midecine est celle de la bifurcation iliaque oi

I'aorte se sCpare eD deux arteres iliaques plus petites. Pour simplifier, on considCre que les

deux artCres iliaques sont identiques, de m€me section l,r'4,.,, de meme cdleritd c,/,,q,.: dans

ces deux artares iliaques, le d6bit sera suppos€ identique. De m€me' on note.{e,. et cd./.. les

memes gmndeurs pour I'aorte. La bifurcation est situ€e d I'origine (x-0)

Concours commun Nliues-Ponts 2006

rlrvslque I Lpuollpr€l r/rr

qucstion 13. montrer que le co€fficient de rdflexionEn utilisant les resultats de la

, = tl sdcrir: ," = l-l! uu""
f l ,=o I  +n

2 A r,-,.
\=-_

Commentcr le r6sultat et montrer corffnen! il se peut que les pammdtrcs des andres

iliaques et de I'aone (rayon, €paisseur) permetlent d'avoir une valeur du parametre I la plus

proche de I'unitd possible (la natur€ est bien faite).

L'arti oscldrose est une pathologie du systdme vasculaire tris rdpandue. A la suite
d'une ddg€n€resc€nce du tissu afl€riel apparait une calcification de la paroi artirielle' que

I'on appellera plaquc: d cette 6tape du processus, le rayon de l'artare cst inchaogd. Cette
modification peut dans un second temps €voluer vers la st€nose: la plaque s'Cpaissit e
l'intdrieur du conduit, riduisant alors son 6yon.

O l5 - On considCre dans cette question une artere iddale (et donc infinie) constitu€e
de deux portions : artdre saine pour les r nigatifs, et artdrc avec plaques pour les t positifs

Dans cettc question, on supposera que la g€ometrie de la panie de l'anCre atteinle
d'andrioscl€rose est inchangie, seul son module d'Young s'accroit pour atteindre l0'Pa.

Le rayon de I'artCre (tant pour les r positifs que pour les r ndgatifs) est de I cm

Calculer la cdldrit€ de I'onde acoustique pour les deux ponions de I'artare Calculer'
pour une surpression de 5.10r Pa, la variation dc rayon de I'andre avec plaques: corrfnenter
le rCsultat. En utilisant les rdsultats de la question ll, calculer la portion d'onde qui serd
r€fldchie vers les.r Ddsatifs. En utilisant les rdsultats de la question 4. tracer I'allure de la
presslon
frequence.F5 Hz.

pour les .x n6gatifs pour une onde harmonique de

FIN DE LA PREMIERE PARTIE

Toumez s il vou\ tlail
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