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PROBLTME T
La circulation sanguine

Le 18 decembrc 2013 d I'h6pital euopeen Georges-Pompidou de Paris, le premier ccur 100 o%
artificicl et autonome etait implant6 sur un patieDt. Cette prouesse n'aurait pu etre realisee sans les
nombreuses d6couvenes theoriques et experimentales qui I'ont prec6dee. Aussi, nous nous
proposons, dans ce probldme, d'en 6tudier un dcs aspects: la circulation sanguine. Ce domaine de
Ia physiologie est appel6 I'h6modynamique.

La figure I rcpresente le systeme vasculaire humain. La cavite droite du ceur envoie Ie sang
appauvn en dioxygdne dans les poumons d fi.avers I'anCre pulmonairc. Les poumons enrichissent le
sang en dioxygdne. Le saog edichi eo dioxygCne retoume dans le cdt6 gaucbe du ccur et irrigue
I'ensemble du corps puis revient au cdt6 droit par la vcine cave. Le systa1ne vasculaire issu de
I'aone se divise en andres, puis an€rioles et capillaires. Le trbleau l page suivante donne, chez
I'homme, le diamdtre des diff€rents rypes de vaisseaux et leur nombre.
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Le cceu humain pdse environ 0,3 kilogramme ct bat enviroD une. fois toutes les secondes lorsqu'il
est au iepos. A chaquc battement, son cdte gauche injecte 80 cm'de sang par I'aorte A la pression
de 16 kPa. La puissance m€canique massique totale du ccur est de 5 W.kgi. Pour une duree de vie
d'environ 80 aonees, ccla en fait une souace de tmvail remarquable.

Circulatiotr
puLnonaire

Circulation
g6ndrale

Figure I - L,e s'stdme vasculairc humain
Le cdte gauche du cceur est repiasente A droite er lc c6t€ droit a gauchc.
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Vrisscau DiamtEr 2a (nm) Nombrr rV
Anarr aortc l0' I

Grmdes artdres 3 4.10t

Branch€s principalcs I 6. ld

Bimch€s s€condaircs 6.10'r 2.ld

Branches tertiaies l0 l 8.101

Artarcs termiD8lcs 5.10 '? 106

Br'adches tcrminales 3.10-' l0t

Art&ioles 2.lo-2 4.rd
Capillaircs 8.10-r l0t

T|bhrf I - Di.neh6 et nombres des differE s types de vaisseaux chcz I'hommc

I,e biologistc anglais C. Munay a €tudi€ la r€lation qui erist€ ente lc diamdtp d'ua vaisseau et le
trombre de vafus€aur semblables. ll figorc 2 oi sont port€s cn &helle logarithmique l€s DombrEs
dc vaisscaur rV co fonction de leur rayon a mct etr €viddce cetle rslation.

logN
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Ftglre 2 - Nombre dc vaiss€aux lv en fonction dc leur rayon a

Cette r€lation peut Ctsr int€rpr€td€ par un moddle simple- la systdme vasculair€ y cst alo$ d6crit
par dcux tlTes de vaiss€aur : des {tarc6 et dcs vaisscaux capiltaircs. n est sr4,posd ttE composE d€
iI, aitrcs de longueu r, ei de rayon r., et dc ,V" vaisseaux capillaires de longucur t et de rayon /"
(f,Frc 3).

<|+
L" L"

ngurc 3 - Mod€lisation du systamc circulaioirE artdricl
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En considerant alors utr ecoulerbent laoinaire du sang, de viscosit6 A qui se traduit par la loi de
Poiseuille. I'expression de la r6sistalce hydraulique de I'ensemble du systdme, que I'on etrouvera

x.n (  r  t  l
en prrtie lf. vaut: Rb =: '' .l ,,'"-* 

-L 
]. Par ailleurs. si on admet que le corps se comtruil' '  tr \N"-r: N, r, '  )

en limitant la resistance hydraulique totale, on p€ut alors justifier qualitativemett la loi de Murray
th6orique, qui traduit la loi de d€pendance entre N,, f",,V. et r,. (p.rtic lll).

Pour une comprehension et une mod6lisation plus raffinees de la circulation sanguine dans les
vaisseaux, il faut garder d I'esprit plusieurs caractdristiques du systdme vasculairc, qui le
dill6rencient d'un r6seau d'adduction d'eau, par cxemple :

- il est alimente par une source puls6e : le cceur n'injecte du sang dans I'aorte que lors de la
contrdction du ventricule gauche I

- les vaiss€aux sanguins ne sont pas des tuyaux rigidcs: les tissus qui les constituent
possddent une cenaine €lasticit€ ;

- le sadg n'est pas un liquide newtolien tel que I'eau. Son canctdre Don neMonien se traduit
par exemple par le fait que sa viscositi depend du diamdtre du vaisseau dam lequel il
s'ecoule.

En s'q)puyant sur les 6l6ments donnes lors de I'intoduction du probldme l, oous €tablircm dans la
parti€ I certains resultats g6n6raux de la circulation sanguine. La pertic II nous conduira ijustifier
I'expression de la r6sistance hydraulique de I'ensemble du systCme vasculairc et la p[tic III nous
permettra de comparcr les lois de Muray tbeorique et experimentale. Dans la prrtie IV, nous
etudierons le r6le de l'6lasticit6 des vaisseaux et la prrtie V traitera de la mesure de la vitesse de
circulation du sang par effet Doppler. Ces cinq parties sont independantes.

Psrtie I - G6n6rslit6s

Calculer le volume de sang qui circule chaque minute dans le systeme vas€ulairc. Vdrifier
qu'il correspond, environ, aux cinq litres de sang contenus dans le corps d'un adulte.

Etr coDsiddrant que le c6t6 droit du cceur d€veloppe une puissance mecanique de 02 Watt,
vfifier que la puissance nr6canique massique totale du cceur est de 5 W.kgr. On pourra
notamment s'appuyer sur une analyse dimensionnelle.

En physiologie, on estime qu'environ l0 % de l'energie regue par ult muscle est convenie en
travail mecanique. A quoi peuvent correspondre les 90 % restants ?

Preciser la relation reliant lc nombre de vaisseaux N d leur rayon a. Cene rclation conespond
i la loi experimentale de Murray.

Estimer la vitesse moyenne du sang dans I 'artirc aone.

Partie II - Lol de Poiseuille

On considdre l'6coulement stationnaire d'un fluide incomprcssible de masse volumique p et de
viscosit6 4 dans un tuyau cyliodrique immobile dans le referentiel d'Ctude galileen, centre sur I'axe
horizontal (,-rr) de vecreu-r unitaire e, , de section circulaire de rayon 4 et de longueur I (figure 4,
page suivante). Nous sommes alors en presence d'un ecoulement de Pois€uille cylindrique- Ia
pression A I'entlee du tub€ est P(r=0)=P, a P(x=L\=P" d la sortie. Le champ des vitesses est

Qr.

Q2.

Q3.

44.

Qs.
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de la forme ;(M\=r(r)'4. Par ailleun, ur el€ment de fluide limiG par une partie du cylindre

d'axe (,{r) et de myon r, de swface laterale !(r), est soumis de la part du fluide situ€ entre les

rayons r et a d la force de viscosit6 F = q 
d:\) 

'21'1'4 on ndgligera les effets de la pesanteur'
d.r "

Figure 4 - Loi de Poiseuille pour un tube de section circulaire

Q6, Pourquoi choisit-on des pressions en entr6e el en sortie diff6rcntes pour dcsrirc cet
ecoulemelt ?

Q7. L'€quation localc de Ia dynamique, ou equation de Navier-Stokes, pour les fluides

incompressibles est : p 
^y* 

p (i s,rodli=f,t-graiP+4'ti.-d l '

DonrEr la signification des differenrs termes de cefte equation.

Qt. A quelle condition l'6coulement peut-il Ctre consid6r6 comme laminaire ? Tester cette

"ondition 
po* l'ecoulement dans I'altdre aorte en considerant une viscosite dytramique de

l0 I Pa.s et une masse volumique du sang de l0l kg.m-r. Commenter.

Q9. D'aprds les premiers 6l6ments descriptifs de l'ecoulement de Poiseuille cylin&ique, simplifier
l'equation de Navier-Stokes.

Pour d6finir la loi d'€volurion v(r), il faut prcciser le terme 4 Av . Pour cela. il nous faut rctrouver

la densite volumique des forces de viscosit6 en calculalt la resultatrte des forEes de viscosit€
s'exerQant sur une particule de 0uide possedant la fonne decrite en figure 5.

i,: dr i./

trtgur€ 5 - Padcule de fluide en geom€nie cylindrique
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Qlo. D€termircr les exprcssions de la force de viscosite dF, appliquee sur la face superieure de

surface lat6rale t(r+d/) ct dc la force de viscositd E appliquee sur la face inf6rieure de

surfacc latdrale I(r). Montrer que la resultante des forces de viscositi qui s'cxcrcent sur la

' == =o ( ![, ! l  ]) oa.o' a' 4. En dedurre la densrrep.rf lcute Oe l lutde CSt OOnC: d], . . . .  
ld/ \  d/ / /

volumique des forces de viscosit6 f - .

Ql l. La pression depend-elle de la variable d ? Projeter I'equation de Navier-Stokes et montrer que

le champ des pressions est €gald P(.r)= P, - (P,-Prl 
; "t 

er" u[4=VtL).p'-r '1.

Ql2, Donner I'expression dll debit volumique q de cel ecoulement. En expliquAdt I'analogie avec

la resistance 6lecrique, montrer que h resistance hydraulique du tuya u u"u, , n n =!! .

Ql3. Justifier I'expression de la rcsistance hydnulique de I'ensemble du systdde vasculaire 4.,.

Partie III - Loi de Murrav

On suppose que I'organisme dispose d'un volumc ,/o donne de tissus pour realiser les parois du
systCmc vasculaire et que l'6paisseur e d'un vaisseau cst proportionnelle i sotr rayotr extdriew r:
e = a.r a\lea d <<1 .

Ql4. Exprimer Zo en fonction de N,, L,, r", N,, L,, r, et a. En exprimant que le systdme

circulatoirc se consfuit cn utilisalt une quantitd minimale et donc un volume t/n minimal de
Ar

tissus, diterminer :' er fonction de 1V,, l,", r,, N,. I,, /. .
ctf

Ql5. Le corps se construit aussi de fagon i minimiser la resistanc€ hydraulique totale 4- du
systdme circulatoire. Montrer que ccla entrainc une relation entre N,, /^ iy'., r.. que I'on
identifiera comme €tatrt la loi de Murray th6orique.

Q16, Proposer des interpretations d l'€cart enhe la loi de Murray th€orique et la loi exp6rimentale
obterue i la questioo Q4. Toute demarche construite, meme inachev€e, d€veloppant utre
reflexion physique sur les limites de la moddlisation, sera prise en consid€ration dans
I'6valuatioo.
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