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Le Millennium Bridge

Pour marquer le millénaire, une nouvelle passerelle a
été construite au dessus de la Tamise 4 Londres pour
un cout total de plus de 20 millions de Livres Ster-
ling. Quand elle fut ouverte aux piétons on remar-
qua tres vite qu'elle se balangait latéralement et ver-
ticalement en cas de forte affluence. Avec un grand
nombre de piétons, son mouvement oblique était tel
que la plupart d’entre eux s’arrétaient et s’accrochaient
aux rampes. Des images et des vidéos ont montré que
ces mouvements latéraux pouvaient avoir une ampli-
tude movenne de 75 mm et qu'ils se produisaient avec
des fréquences de 'ordre du hertz. Le pont fut donc
ferm¢ deux jours aprés son ouverture au public. Dix-
huit mois de recherches furent nécessaire pour résoudre
le probleme et faire les modifications préconisées par les
ingénieurs qui furent donc finalement consultés.
L'objectif de ce probleme est la modélisation de plus en
plus fine d'une passerelle piétonne et la compréhension
de certains problemes posés par le Millennium Bridge
de Londres.

Les vecteurs sont surmontés d'un chapeau s'ils sont
unitaires u, ou d'une fleche dans le cas général v.

A T'exception de i tel que i* = —1, les grandeurs complexes sont soulignées : z € C. Un point
sur une grandeur indique la dérivée par rapport au temps de cette grandeur : & = ‘fT‘;

I. — Oscillateur simple

3
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Un oscillateur est constitué d'une masse m dont le centre d’inertie G est :
repéré par la position = dans le référentiel galiléen (O, i, ) — voir figure 1. k T a
L’origine O se situe au niveau du sol. L'oscillateur est relié & un support i, tj
fixe par l'intermédiaire d'un ressort linéaire de raideur k et de longueur
a vide £ ainsi que d'un amortisseur linéaire de viscosité a, exergant sur

=3 - . 7
m une force de frottement Fy = —aiii,, avec @ > 0. A tout instant f, I
on assimile la distance OG a la longueur #(t) du ressort. L'ensemble est FIG. 1 — Oscillateur
soumis a l'accélération de la pesanteur § = —g i, avec g = 981 m-s 2,

< 1 — En appliquant la relation fondamentale de la dynamique établir I'équation différentielle
X4 2-5'.»-'0_1;' + wiX = 0 dans laquelle on a introduit la fonction X (t) = z (t) — & ou & est une
constante que l'on déterminera en fonction de g, wy et {,. On précisera les expressions et
significations de wy et &.

< 2 — Dauns le régime libre, le systeme est mis en vibration uniquement par des conditions
initiales non nulles X(0) = Xy # 0 et X (0) = V, # 0. Déterminer les solutions du régime
libre (en fonction de wy, & Xp, Vo et t) pour les cas € = 0 et 0 < £ < 1 et préciser leur
comportement. Dans certains cas, le vent peut induire sur le systéme une force proportionnelle
au vecteur vitesse que l'on écrit F, = fii,, avec 8 > 0. Quelle peut-étre la conséquence de ce
phénomene ?

Différents cas peuvent étre examinés pour I'excitation (ou forcage) F(t) de I'oscillateur étudié
lors des deux premieres questions. Nous nous placerons dans l'optique d'une passerelle piétonne.
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L’action de la marche d'un piéton est caractérisée par un contact continu sur la surface du sol
puisque le second pied touche le sol avant que le premier ne le quitte. La force engendrée
comprend une composante verticale et une composante horizontale non prise en compte dans
cette partie.
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FI1GURE 2 — Forcage d'une passerclle par la marche d'un piéton.

Dans le cadre d'un modele simplifié, nous représenterons cette force, appelée charge, par un
vecteur périodique F(t) = Ey + F, cos (27 ft).

Le vecteur Fy correspond a la force statique, c’est-d-dire au poids du piéton, la fréquence
[ correspond a celle d'une marche normale. Nous considérerons que F_'; = 0,4 Fy. Ces deux
vecteurs seront suprtm'ﬁ constants et orientés comme —1,.

On note Fy = “ Fy|| le module de la force statique, ¥ = X + ;fﬂg la réponse en déplacement de

),
l'oscillateur et Y=Y, ¢ sa représentation complexe.

< 3 — Que devient I'équation de 1'oscillateur en Y sous le forcage piéton ? Déterminer la fonce-
tion de transfert H(w). rapport de la représentation complexe de la réponse en déplacement Y
sur la représentation complexe de l'excitation E= - F,. On exprimera H= Y /E en fonction de
E woet = :—n

<4 4 — Sous quelle condition portant sur £, un phénomene de résonance peut-il se produire ?
Pour quelle pulsation w, obtient-on alors ce phénomene ? Exprimer le gain en amplitude a la
résonance |H| (w,) dans la limite £ < 1 .

4 5 — En se placant dans I'hypothése £2 < 1 et a partir d'une analyse de la courbe 1 de
la figure 3, déterminer un ordre de grandeur de £ ainsi que la valeur de la pulsation propre
wp de l'oscillateur modélisant le Millennium Bridge avant la mise en place des amortisseurs
harmoniques.

< 6 — Pourquoi est-il important de déterminer les fréquences de résonance d'une structure
soumise a une action périodique ?

Afin d’étudier précisément les propriétés du forcage que constitue la marche d'un piéton, on
réalise I'acquisition en laboratoire du signal correspondant a cette sollicitation.

d 7 — Quel(s) type(s) de capteur(s) est-il envisageable d'utiliser pour obtenir un signal
électrique issu de la marche d'un piéton ?
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FIGURE 3 - Schéma et réponse d’un amortisseur harmonique appliqué au modeéle du Millennium
Bridge.

L’acquisition est effectuée sur des durées allant de quelques secondes & quelques minutes, Les
signaux ainsi obtenus sont similaires mais pas parfaitement identiques. Chacun de ces signaux
présente les caractéristiques essentielles du signal de la charge combinée représentée sur la
figure 2. On calcule alors le spectre de ces signaux en les échantillonnant en N = 300 points
équidistants sur un intervalle [f,,in,tmax). Les différents spectres obtenus sont rassemblés sur la
figure 4.

- 8 — Analyser et interpréter aussi précisément que possible ces différents spectres. Sont-ils
tous exploitables ? Lequel vous parait le plus pertinent ? En déduire la (ou les) fréquence(s)
caractéristique(s) de la marche étudiée. Etait-ce qualitativement prévisible ?
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FIGURE 4 -~ Spectres des signaux correspondants & la marche d’'un piéton

4 9 — A partir d'une exploitation des données fournies dans le sujet, expliquer I'origine du
probleme concernant le Millennium Bridge et justifier que l'installation d’amortisseurs harmo-
niques ait pu le résoudre.

FIN DE LA PARTIE I
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