
1.2 OscilLationE d'une goutte.

1.2.1 IltroductioD t Lr capi[rrtt6,

Izt loftet de tctrsio de alrfoce tta&lited nodutepiqHtztlt I'actiotr des Ion t otfiv.ano,l c''l'trt lat
moMcitlct conpsant lc nttde. Comme les toftes d,e coh'sion de Id tuatiete so d trlt ctwle prt6c, au
cocrr du liqidc lo conme rk cqs lorces x mogeinc d ten, et rclranchc d Ia tuiacc ellet utrLt agir ei
atiifi t tottt loirt., th la earfoee uer|' h ccnhz, er. ,irpptu.t qE lo anto.c $t err @tdact ane dr I'oir o1t
d\t vide. II en r{stka N'ownlenter b swtoe? &r liguiale co(Ue dz l'6nztgie. ht tatsiar th atrfulu 6 ffiIe
aansi la lor'nv &. int rfocet liAidct. L'ewenble d.t phewlnAler li4t d la tewiar tk attlae sc nomme
hitto"aqtenE i qill4tit6, dc czprllw le chant en latin, ar ses effets c'oberaeit dfi tht &hzllca dc lai-
fleur de l'ordt|e &r mil|jrneha, cofime pr aetnplc pur des hqtides cmimlLe dans tm tub. dit $pilloitc,
fin @nrne wL clLeuel!.

L€ tretdl €l6ne[teire dW, i foumir pour accmltre l'sire de la suifsce de 6,4, s'6crii dly = 7dl, od ,y ect
L t€Dsion de surhDe. OD en d6duit qu'on p€ut aisocier i une futerfrce €su/aL de surff,ce S une 6nerSie
pote ielle de cspilbrit' E7 = 1 S.
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QIL Soit une goutte d €au sph6rique de ravon F. Pourquoi qualitati\.ement lorcque la capillarit€ dominc
par r^pporr r'r Lr smrita. la fornc d alnilibr. d(. la goutt( rst rurc splarc ?

OIZ Or ch.rcho i (laicrftn$r sous ql(lk co (litiur srrr lc ra1-o la grai.ita csr offortiveme l n6gligeable
par rapport n la cnpilliuita. PolI Y rapoldrf. ('xprinror l incrgic potcrriellc dc capillarita tr ot t ilorgie
potclticll('dc grwita te. d'une goutte sphorique sounrise A soD propre poids. Ou suppos{'qu(' la gouttc
c:il cx c()Irtfft av(! un support horizontal ($ppela pur Ia suite substrat) ot quo lc coDtsct sc fait sur
urc s,rrirc ,rqsimilable A un point. Ce point sera pris comm€ r€farence dans le calcul de fl On pourra
utiliscr ls (!n)r(lo'tra\s sphi.riqres de centre c0lui dc h goutte. On rappelle quc lo volume (lamcntairc cn
coordonD€€s sphFriqu€s s ecrit : dr : rz si 01l' tlqtla.

Q13. F:r di{luire un raton critique. dont on donnera l expression eD fonction de la longueur capillaire

1.2.2 Modes d€ vibration d'une goutt€ cylindrique.

Pour aturli..r l('s os illdrioni d unc goutte uriqu.'nrcrrr dues A la capillarit€. on considdre lr cas d'un€ goutte
cyliDdriqu., formrurt ul'c flaque sur un substrdt horizontal. de rar-on no au repos et d 6paisseur t. En
faisAul vilnl'r v(rtirdlcrnent re substrat. il esi possible d exciter des Drodes propres d oscillations de la
goutto, correspondant e des vibrations du ravou dt cylindre (voir Fig. 2). On suppose ainsi que le rayon
de Ia goutte peut s'€crirc

P(t .d)  = Fr( t )  + n"( i )  cos(nd)

Alec d" << &,. n > 2 et en supposant {luc lipaisscur dc la gouttc I rcstc constrntc. \ous krrous par
la suite que Ia fonclion que h nr(fnn' {,,(l) ('il uDc f('i(tion sinusoidak,du t('nrps ot dr fr€querrce t
dep.nd^nl du rrrodc d indice n s€lertionn6. On pellr montrer dam c€s conditions. que les aires des fates
sup6rieure et inf€rieure ne changcnr p:!s nu c(nrrs rlc l oscillaiion. tandis que l airc (lc la f8cc latarate laric.
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Ftct RE 2 - Sch6ma des oscillatioDs d une goutte cllindrique vibrc€ verricalement porr le ca.s n : 7.
Lrs pltok'grsphies ilhEtr€nt l obs€n?tion exparimentale d€ ces mod€s propres d o6cillatiorls d une sourre
d uu lhuidc noir opdque de \olum€ I mL. pour dill6rente6 rBleus d€ n (Credit Timoth6e Jamin).

Q14 El oxprimant la consenation du volum€ de la goutte. ecrirc Rr (t) en fouction dc & ct dc .r,,. pour

r l tVue de dessus
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Calt.Lo)j

Qlt N{ortrcl q,rc la lAiia.i.a 6l6mentahe C.l6'rtr'* le long dc la surfarr: lat6rale de la soutt€. s €crit I

QIq En dduire la r"riation de la suface lat6ra.1e en fonctior de n et de an. toujours av(r l hypothese
o" << fio. Ntontrer que la \lrriation corKspondartc d'dlrcrgie capilaire -e? s'6crit :

l rhnlQt '  1,1 (r)

de' .#6a;'

2t|x

Pour ca.lculer l'6nergi€ cin€tique. il faut determiner l'aroulcn,c t du flllide dans la soutte au cours de la
vibration. Sachatrt que les frott€ments visqueLx sont n6glig6s. olt supposc quc l'6cor €ment est irotation-
nel ct q c lc clHmp dc vitcRse d6rive d rm polenli€l d. tel que

T(r.d. t) :  sradd(r.d. t) .

QlA Justifier que d varific unc a{tuatior dc Lapla.cc. Ap : 0.

Ql& On cherebe des solut ions d" la forme o -  b"(r . i )  ctx(ap).  \ f in, tr^r, t , ,  , r , .  solur ion de l  couat ioD dc .  L \r .
Laplac" prredenre esr obrFDucFD preoatr ' .  bntr . t )-ht t \ r" .  F^ "! . , ; -  

. - . { ; l " i -  6P a3 +:H.Hr{t

Qp Quclle slt la condition A. b lndtc pour la vitc..r"s€ radia.le elr r : n] Au premis ordr€ en a".
cr?rimcr d(r,d.t) cn fondjon dc d"(.).

Q2O Donner l'€xpre.ssion de l'6rersie cin€tique de la soutte cn vibrattu, 4 soDs la forme d'une irl6srale
faisa.Dt interveni d.

e2L Ju.r i .6"r  que (r 'J,) '  ar ' ("e.J").  (r^" l"n '  /4 '@n)..b/- t+Ft+. i )

Lc th6ordme de Green-Ostrogradsky irdique quc pour unc lonctroD ve.torielJe 7 dependant des coordon-

n€es d'espa.e, I'integrale t ple de la divergence de ,4 sur le volulre fini , est 6galc i I'int6gralc doDb]c
rlu flux de 7 sur la mrfa.e ferme€ S d6limitani ce volume :

I l l  d ivt  Adt -  l l  1. ,1s
JJJv JJ-s

Q2z ED dcd, ' i re que l  ancraie cin6r iquc de la qourc i  icr i r  (  ;  ( ' "J" '  L)

, ' ,  -  r"nn" 1' t""1 '  ,2\
2n \  ] t )

Q23. Sa.Ia.Dt qrrc l€s frottements de la goutt€ av€c le substrat le supportatrt et quc la dissipation visquerlse
soni nAglig6s, donnff i'cquation du nouvemeDt de la goutt€ €t trouv€r l'expression des pulsatiorN proprcs
de la gouttc pour lc inodc d'indice n :

,? '  r l { ,2 -  l l

I R4^

Q2+ Appli@tion nxTtrtrique : Dotl cr la \?Ilcllr d..s frequences propres pour n = 3 et n = 7, pour une

BU,rrt , . . l l .a l ,  , l . rayurr Ra - 0.5, rrr .  (^ 
te Y = ?o t I)

Q2' Ces vibrutioDs lat€rales de Ia goutte peuvent 6trc \.ucs cournc uDc onde stationnaire le long du
p6rimetre du cylindre, dont le nombre d'onde *,, serait qua.ntifi6. Donncr la rclatioD de disp€$ion reliant
*" d k".

Q26. CoDment se simplifie cette relation de dispersion lonque la lonpcur d'ordc csl petii€ de\ant le
pcrimatre dc la gouttc ?

Ces vtodes de dbmtiow azittdlr.1a d'llnc golLttc tcu ent Jacileme ehz obsenes loftqu'une goutte dite
eu ultlaction ltuite au dessus dc sa uapew. On w t placer wr erenlple une solttte d'enu sur une plaque
chaufrante d une tenwimture de L'ordrc de2n"C ou dtposer une goultc d'azote liquide sur Ie sol iI
lempa.mtuft. ambiante.
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