Déformation d’une poutre

Dans un microscope & force atomique, on mesure le déplacement de I'extrémité
d’une poutre soumise a une force. Liobjet de ce paragraphe est de relier la défor-
mation d’une poutre aux efforts que subit celle-ci. Le référentiel d’étude est sup-

posé galiléen.

Filiere PC

A - Poutre dans un champ de pesanteur

On considére une poutre de faible section,
de longueur L, de masse linéique uni-
forme A, soumise 3 un champ de pesan-
teur uniforme Z = -ge,, o e, désigne le
vecteur unitaire de la verticale ascen-
dante. On admettra que la poutre reste
localisée dans un plan vertical (fig. 1 et 3). 2
Léquation de la poutre & P’équilibre est

y = 1(x). La section de la poutre étant faible, un point M de la poutre est repéré
par son abscisse curviligne s , celle-ci étant comprise entre O et la longueur L de
la poutre. Les efforts exercés par le trongon [s,L ] sur le trongon _o.wuu sont
décrits par une force T(s) appliquée au point M et par un couple I'(s). On
désignera par e, le vecteur unitaire tangent en M & la poutre. La direction de
w..@ sera supposée dans le plan (O, e;. ¢,), mais pas nécessairement colinéaire
ae. :

AL :
a) Préciser I'expression dela densité linéigue de forces m (s) décrivant les efforts
de pesanteur, le champ de pesanteur -ge, et la masse linéique-A étant unifor-
mes.
b) On prend pour systéme mécanique le trongon MM’ compris entre les abscis-
ses s et s+ds ; on appelle G le centre d’inertie de ce trongon. Représenter sur
un schéma les forces s'exergant sur le systtme en M, M’ et G ; en déduire la
résultante des efforts subis par le systéme. :

om Donner les contributions au moment en G respectivement de T +ds),
(s +ds) exercés en M'(s +ds) et du poids du systéme. Donner de méme les con-
tributions au moment en G des efforts exercés par le troncon [0, s8] sur le sys-
téme en M(s). En déduire le moment résultanten G.
d) Ecrire les deux équations vectorielles traduisant I'équilibre du trongon
[s,8+ k_ :
" A2)
—_—

a) Montrer que T,(s)=T(s) e, est une constante ; on notera T, cette cons-
tante.

- 3 . 3 'l L
b) Donner I'équation différentielle reliant T,(s) = T(s)-e, aletg

Figure 1

(équation : (1)) [V
¢) Montrer que T et T sont liés par
dl(s) , 2 s) aTs) = 0. )

ds



B - Application a de petites mmmo.aw«mos_m élastiques d’une poutre
On utilise le modéle précédent pour

décrire une poutre élastique; on intro- 4 Figure 2

duit pour cela I'angle @ = (e,.¢,) ol le e 5o

vecteur e, est toujours le vecteur tangent M(s)

a la poutre au point courant. La déforma- - iﬂ il

tion du trongon [s.s+ [ est mesurée yA 2 L
X F—

par A8 = 6(s + .3)-6(s). Dans le domaine 2z > =
d’élasticité, le moment des efforts est pro-
portionnel 2 la déformation. D'autre part, un méme moment produit une défor-

mation d’autant plus grande que le trongon est plus long ; la constante de
proportionnalité est ainsi elle-méme inversement proportionnelle & As . On peut

donc poser :
L 3)

- B - —

o1 le vecteur e, est le vecteur unitaire normal au plan (0,e,, e,) dans lequel on
suppose localisé le systéme. :
Dans l'approximation des petites déformations, 6 reste faible. Cette approxima-
tion sera utilisée dans toute la suite.
LB - I
a) Quelles sont alors les relations entre dx et ds, puis entre 6 et n’(x) ?
b) Donner 'expression approchée de 3 a partir de I'équation (3) en fonction de
n"(x). in
¢) Montrer que P'équation (2) permet d’exprimer T, en fonction de C, T, etde
dérivées de n(x). ;|

'B.2) Fléchissement d’'une poutre pesante -

encastrée A une extrémité. L Figure 3

On choisit I'origine des ordonnées de telle =

sorte que 1(0) = 0. Lencastrement est tel que r

la tangente a la poutre en x = 0 est horizon- e, i «
EG. &\N - — o

a) Compte tenu des conditions aux limites en

z = L, donner les valeurs de Ty, T, (x=L),

Fx=L). .

b) Etablir, & partir de 'équation différentielle (1) et des résultats précédents,
I'expression de T'(x).

¢) Déterminer n’(0), n"(L) et n"’(L).

d) Déterminer la loi d’élongation n(x) donnant la forme de la E.En_.m a léquili-
bre.

e) Préciser le déplacement n(L) de P'extrémité libre.

f) Application numérique : Calculer numériquement le déplacement mm.._.mxs.w-
mité libre pour L =100pm, g =98l m-s2, C=212-10°N-m",
A=2093-10"kg-m™.

B.3) La poutre étant toujours soumise aux efforts de pesanteur envisagés
précédemment, elle est en outre soumise a une force F = Fe, appliquée ponc-

tuellement a son extrémité x = L.
a) Montrer que
4 e

-E.qu
b) A partir de quelle valeur de F les effets de pesanteur peuvent-ils étre
négligés ? AN

¢) Application numérique : Calculer numériquement le déplacement de I'extré-
mité libre pour L =100pm, g =928l M5l =2,12" 10002 N-m°,
A=2093.10°kg-m',lorsqu’on applique une force F = -10* N a Pextrémité de

la poutre.
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