Le vent a I’échelle des prévisions météorologiques nationales

L’air qui constitue 'atmosphére terrestre est concentré dans une couche d'une dizaine de
kilométres d’épaisseur au-dessus du sol : la troposphére.

On considére cet air comme un fluide constitué de domaines élémentaires dont les dimensions
horizontales sont en France de quelques dizaines de kilometres et les dimensions verticales d’une
dizaine de metres. )

La premiére partie de ce probléme présente différents modeles d’équilibre de ’atmosphére. La
deuxieme partie décrit les mouvements horizontaux et verticaux de cette atmosphére & grande
échelle et présente le modele dit du vent géostrophique. Enfin, on étudie dans la troisiéme partie
les écarts entre ce modéle et le vent réel.

Dans tout le probléme, Iair sera considéré comme un gaz parfait.

Table 1 : Echelles caractéristiques de ’atmosphére aux latitudes moyennes (p ~ 45°)
Vitesse horizontale du vent _ Vi 10 ms™!
Vitesse verticale du vent Vi 10~2 ms™!
Echelle de temps des mouvements verticaux et horizontaux a5 10% s

Echelle des gradients horizontaux de pression ”6;, (P)“ 103 Pam™!
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Données numériques

Constante des gaz parfaits R=8,3 Jmol 1 K™!
Pression atmosphérique au niveau de la mer P, = 10° Pa

Masse molaire de I'air M, =29 gmol ™!
Rayon de la Terre ry = 6,4 x 10% km
Accélération de la pesanteur en France g=98ms2
Latitude typique de la France p = 45°

I - Modéles d’équilibre de ’atmosphére

On considére de I’air en équilibre dans le référentiel terrestre R. Chaque élément de ce fluide
est donc en équilibre sous I’action des forces extérieures a cet élément, qui sont de deux types :
les forces de pression et la force due au champ de pesanteur.

1. L’air étant considéré comme un gaz parfait, calculer sa masse volumique py = p(FPp, To)
dans les conditions normales de température Tp = 273 K et de pression P = F.

2. On choisit dans R un repére orthonormé de vecteurs unitaires {€;, €y, €,}, dont l'origine
O est située a la surface de la terre et ou €, est dirigé vers les altitudes croissantes; 1’état de
P’atmospheére est caractérisé par les champs de pression P(z,y, z) et de température T'(z,y, z).

a) Ecrire 1a condition d’équilibre mécanique de P'air soumis aux forces de pression et au
champ de pesanteur § = —ge, supposé localement uniforme.

b) En déduire que P ne dépend que de z et é&tablir ’équation différentielle permettant de
déterminer P(z) en fonction de M,, P,g,T et de la constante des gaz parfaits R.

3. On considére dans un premier temps ’atmospheére en équilibre isotherme.

a) Montrer que la pression varie avee l'altitude 2z selon une loi du type :

P(z) = Pyexp (—%)

ol H est une longueur nommée hauteur d’échelle de 'atmosphére que I’on explicitera en fonction
de M,, R, g et T. Calculer la hauteur d’échelle Hy de ’atmosphére isotherme a Tp = 273 K.

b) L’hypothése d’une température uniforme est-elle juste - ?
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4. On considére maintenant P’atmosphére en équilibre adiabatique caractérisé a toute altitude
par la relation P = Kp” o K est une constante et v = -C—" = 1,4 est le rapport des capacités

thermiques & pression et volume constants des gaz parfaits ':iiatomiqu.



a) Montrer que dans ce modele P(z) et T'(z) vérifient les relations suivantes : ( azz=0 oma f: )
= 4T

) y—1 [

P()=P| 1- ——— , T@=To|1- ——

Hy

v-1 o =
b) Calculer numériquement le gradient vertical de température en K km™! correspondant
a ce modéle d’atmosphére en équilibre adiabatique.

c) Représenter graphiquement les allures des variations de la pression et de son gradient
en fonction de l'altitude.

d) Calculer numériquement ce gradient de pression pour z = 0, 2500 et 5000 m.

e) A partir des gradients de pression trouvés, donner un ordre de grandeur de Péchelle de
la dimension verticale L, sur laquelle la pression varie de 100 Pa.

f) Exprimer le rapport des masses volumiques de l'air p(P,T)/p(Fo,To) en fonction de
2, Ho et 7. Calculer p & 2500 m d’altitude.

II - Dynamique des mouvements atmosphériques a I’échelle synoptique :
le vent géostrophique
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1. La Figure 1 représente 50°
les lignes isobares, cotées en
hPa et tracées de 2 hPa en
2 hPa, au niveau de la mer
en Europe de 1'Ouest, le 23
janvier 2002 & 0 h.

45°

a) Déterminer sur cette 40°
carte de pression la valeur du 1008
gradient de pression horizon- 1012~
tal & Bordeaux. Comparer a IIIII"/ 1024
la donnée de la Table 1. Doré- 35°
navant, la valeur du gradient 1024
horizontal de pression utilisée
dans les applications numé-
riques sera celle donnée par /
cette Table 1. L/ esfitacu & ’ e
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b) Sachant qu’on attribue habituellement aux domaines élémentaires des dimensions ho-

rizontales Ly, telles que la pression horizontale varie en moyenne de 100 Pa, déterminer un ordre
de grandeur de Ly,.
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Dans la suite du probléme, nous nous placerons & cette échelle.

2.a) Donner l'expression du champ de gravitation terrestre §*(¥) en un point repéré par 7
par rapport au centre de la Terre, assimilée a une sphére homogéne de masse Mr. On désignera
par G la constante de gravitation universelle. ( i R /‘r )

b) Etablir l’expr&sslon donnant la variation avec I'altitude z du module g*(z) = |[§*|| en
fonction du rapport — et de g*(0). Quelle est 'erreur relative commise 4 2500 m d’altitude si

T
Pon remplace g*(z) par g = g*(0). Conclna |

3. Soit Ry le référentiel barycentrique terrestre, géocentrique, que l'on considérera comme
galiléen, et soit R, le référentiel terrestre local, dont P'origine O a pour latitude ¢ (Figure 2).
On choisit Oz tangent au paralléle passant par O et dirigé vers I'Est, Oy tangent au méridien
passant par O et dirigé vers le Nord.

S

Figure 2

Le référentiel Ry est animé par rapport & Ry d’un mouvement de rotation diurne uniforme
de vitesse angulaire &j.

a) Préciser dans Ry la direction de P’accélération d’entrainement Ig(7). Pour un point
d’altitude z & la verticale de O, établir I'expression de son module I'g(z) en fonction de w, z,r1
et . Quelle est Perreur relative commise sur I’ 4 2500 m d’altitude si 'on remplace I'g(2) par
I'g, = I'g(0). Calculer la valeur typique de I'g, en France.

b) Soit §(7) le champ de pesanteur local, dont la direction est donnée par celle d’un fil &
plomb. Donnes =~ ____la relation entre le champ de pesanteur §(™), le champ

de gravitation terrestre §*() et I'accélération d’entrainement [g(7). Justifier 'hypothése d’un
champ de pesanteur localement uniforme g utilisée en I.

c) Une particule de ‘masse m se déplace a la vitesse V dans R,. Donner I'expression de
la.ccélératlon de Coriolis TC correspondante en fonction de Vet a. Exprimer la force d’inertie
de Coriolis FC dans Ozyz en fonction de m,w, de la latitude ¢ et des composantes (Vz,V,,V;)

de V.



4. Sur Dair atmosphérique en mouvement s’exercent les forces de pesanteur, d’inertie de
Coriolis et de gradient de pression; écrire 'équation vectorielle du mouvement d’un domaine
particulaire; en déduire les trois équations donnant les coordonnées de l'accélération otale

I'=V dans Ozyz.

5. On se propose tout d’abord d’étudier les mouvements verticauz de l’air dans le cadre du
modéle d’atmosphére en équilibre adiabatique.

a) Evaluer les ordres de grandeur des différents termes situés dans le second membre de
1’équation du mouvement vertical, en utilisant les résultats trouvés a la question 1.4.d) lorsqu’on
se place & 2500 m d’altitude, pour une latitude ¢ = 45° et un vent de l'ordre de 10 ms™1. Que
peut-on en déduire sur I'importance de la composante verticale de la force d’inertie de Coriolis ?

. b) Les observations montrent qu’en dehors de trés bréves périodes d’adaptation aux pertur-
co 01 bations verticales, les ou descendances sont particuliérement stables dans le temps.
v\: tI/»tA Que peut-on en conclure concernant Pamplitude de I'accélération verticale? A partir des don-

o ‘ancewnen pées de 1a Table 1, estimer Pordre de grandeur de P’accélération verticale. En effectuant alors les
simplifications légitimes, & quoi se réduit 'équation du mouvement vertical de I’air ? Conclure
quant aux résultats de la partie I.

6. On étudie maintenant les mouvements horizontauz de I’air en se plagant 4 2500 m d’al-
titude.

a) En com parant V, et \4 de la Table 1, simplifier les équations du mouvement Y n m{ TN
horizontal. On définit le paramétre de Coriolis k par k¥ = 2wsing : quelles sont ses valeurs ‘-ﬂf' ' o;&
numériques respectives i des latitudes de 45° dans les hémispheres Nord et Sud. ‘(2‘“’ {‘“ &

b) On définit la vitesse relative horizontale par Vi = Valr + Vy€y. Montrer que la force
de Coriolis horizontale par unité de masse peut s’exprimer sous la forme : fon = —k(E, AV3)
Que peut-on en conclure sur l'orientation du vecteur fCh par rapport au vecteur V;, dans les
hémispheéres Nord et Sud ?
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