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Données numériques

Constarrte des gaa parfaits: R:8,314 J.mol-1.6-t
Accélération du champ de pesanteur : g - 9,81 m.s-2
Vites.se de la lumière i c:3 108 m.s-l

Formulaire

Pour un champ vectoriet .f (e),

rorro[ j i -gr-eo

Laplacien d'un champ scalaire f @) :

d iv . i -  AX.

Pour un champ scalaire l@) et un champ vectoriel f @),

.i tf*) : l'oi,f + (s'"e fl ^ * .

On notera (r, 0,ô) un système de coordonnées sphériques, avec (ûr,ûe,r7a) Ies vecteurs unitaires
de base.

r

Le gradient et le Laplacien d'une fonction /(r) à symétrie sphérique s'écrivent :

s*â l?) - f'(r)û,, , Lr".) : i#?l@D .

On donne par ailleurs :

,TT  l r i o  0Ar ) -  ? " *  0û , -1 r i . r  0ûe ,  - î  ( cosg  a , ) : r - î  1 r i . r  0ûù-  1 r i r  0û0 .

Al:aiv f f i  / .
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2 Mesure acoustique de R

A I'heure actuelle la détermination la plus précise de la constante des gaz parfaits est basée

sur une expérience d'acoustique, par la mesure de Ia vitqsse de propagation d'ondes sonores dans

un gaz. Cette partie du problème est consacrée à l'étude du principe de cette expérience.

2.L Vitesse des ondes sonores dans un gaz parfait

Qlg. On considère un écoulement dans un fluide, caractérisé dans une description Eulérienne

pa,r les champs de vitesses d(d,t), de ma,sse volumique p(i,t), et de prassion P(d,,t). La taille

caraetéristique de I'écoulernent étant de I'ordre du mètre, justifier que l'on puisse négliger I'effet

de la gravité et supposer qu'au repos le fluide est homogène, de masse volurnique Po et de pres-

sion Po.

Q2O. On notem A et pt les écarts dqs champs depression et de masse volumique à leurs valeurs

au repos, c'est-à-dire P(d,t): Po* Pt(i,t) et p(i,t) - Po* pt(i,,t). Expliciter les hypothèses

et approximations à faire pour écrire :

-l'

- -grad P1 , (1 )aû
Po at

équation que I'on supposera verifiée dans la suite.

Q21. Ecrire l'équation locale de conversation de Ia masse, en termes de d,

qu'au même niveau d'approximation que celui utilisé pour obtenir (1), Ia

masse conduit à

%  _ - p 6  d i v  d .
at

Po et p1. Montrer
conservation de la

(2)

q22. Le fluide est décrit par une équation d'état liant sa température, son volume et sa pression,

et on définit Ie coefficient de compressibilité isentropique,

r  avl
Xs:-v apl"

On suppose que l'évolution des particules de fluide se fait de manière adiabatique et réversible.

tansformer l'équation (2) en une expression reliant Pt, 6 et Xs.

Q23. Montrer alors que la surpression Pr vérifie l'équation d'onde

L 02Pr
AP1 - - 0 ;

4, aû
vous expliciterez la valeur de la céIérité acoustique ca en fonction de po et d" Xs.

q24. Montrer qu'au cours de I'évolution adiabatique réversible d'un gaz parfait Ia quantité PV1

est conservée. Dans cette formule ^y : Cp/C" est le rapport des chaleurs spécifiques à pression

et volume constants. En déduire la valeur de Xs, et I'expression suivante de la célérité des ondqs

acoustiques :

I 1Rrca : !  u '

On peut donc en principe déduire de la mesure de la vitesse des ondes sonores la vaJeur de

R, et donc de kg en supposant connu le nombre d'Avogadro.

(3)
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Q25. L'expérience a été réalisée avec de I'argon. Justifier ce choix; que vaut ? pour ce gaz?

Q26. Donner la valeur numérique de c. à 0"C, avec M/l - 24g.mol-1 pour I'argon. On utilisera
la valeur de l?rappelée au début de l'énoncé. R = gt34\ g"r,,nl, K-,

2.2 Résonances acoustiques dans une cavité sphérique

Dans I'expérience la mesure de c" a été réalisée par I'intermédiaire d'un phénomène de
résonance dans une cavité acoustique sphérique.
q27. On s'intéresse aux solutions de l'équation d'onde (3) où P1 @,t) ne dépend de d que par
sa norme r, la distance entre I'origine O du système de coordonnées et le point repéré par i.
On pose .l',?,t) - rPrT,t). Montrer que / est solution d'uneéquation d'onde unidimensionnelle
pour r ) 0. Quelle est la condition aux limites imposée à / en r - o?

Q28. On considère en outre une dépendance temporelle sinusoidale de pulsation cr.r pour la fonc-
tion {, que I'on représentera en notation complexe par tlr?)"-i-t. Ecrire l'équation différentielle
vérifiée par t!(r), la résoudre et montrer eu€, à une constante multiplicative près,

Pr(r,t) : - iut 
, avec k - a

ca

Q29. Expliciter le champ de vitesses d qui en résulte.

Q3O' On suppose que Ie fluide est placé dans une cavité sphérique, de centre O et de rayon a,
parfaitement rigide. Quelle condition aux limites cela impliqu+t-il ?

Q31. En déduire que les pulsations des modes radiaux permis dans cette cavité sont de la forrne

up:7ro  ,

o ù 0 1 z t 1 z z  < . . .

Q32. Représenter graphiquement cette équation. Etablir le développement asymptotique de zo
pour les grandes valeurs de p, àl:ord*e-{ft*.inehs"

Q33. Donner la valeur numérique de la fréquence du mode p : r, pour de I'argon à OoC dans
une cavité sphérique de volume 3 L.

La mesure expérimentale des fréquences de résonance de cette cavité permet ainsi de remonter
à c', et donc à R. En principe il suffit donc d'exciter des ondes acoustiques dans la cavité, à une
fréquence variable, et de repérer les fréquences où I'intensité des ondes stationnaires engendrées.
est maximale. Un certain nombre d'effets plus subtils doivent toutefois être considérés pour
atteindre la grande précision requise sur la valeur de ft ainsi obtenue. Une précision relative de
I'ordre de 10-6 avait en effet été atteinte lors de la réalisation de cette expérience. Dans Ia suite
de cette partie on s'intéresse à deux de ces effets.

(4)
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2.3 Le problème de la mesure du volume de la cavité

Pour déduire la celérité de I'équation (4) il faut connaître le rayon a de la cavité, qui est

difficile à mesurer avec une très grande précision. On va voir maintenant comment s'affranchir

de ce problème en utilisant la cavité comme un résonateur pour des ondes electromagnétiques à

la place des ondes acoustiques.

Qg4. La cavité sphérique de rayon a, que I'on suppose entourée d'un métal parfaitement condue-

teur, est vidée du gaz utilisé pour I'expérience acoustique. Par une simple analyse dimensionnelle,

donner la forme des fréquences de résonance électromagnétiques, c'ast-ildire les fréquences pour

lesquelles des ondes stationnaires peuvent exister au sein de cette cavité. Donner I'ordre de gran-

deur de la plus basse de ces fréquences pour le résonateur sphérique de volume 3 L utilisé dans

I'expérience. A quel domaine ces radiations appartiennent-elles ? Comment utiliser ce résultat

pour s'affranchir d'une me"sure précise du rayon o ? Dans les questions suivantes on va calculer

quantitativernent les fréquences de certains de ces modes.

Q35. Rappeler les équations de Maxwell auxquelles obéissent les champs Ë@,t) et É@,t) dans

le vide.

QgG. Montrer que ces champs vérifient I'équation d'onde, pour une célérité égale à la vitesse de

la lumière notée c.

Q37. Quelles sont les conditions aux limites au voisinage de la paroi de Ia cavité, supposée

parfaitement conductrice ?

Q38. Peut-on chercher, comme on I'a fait dans le ca^s acoustique, une solution de l'équation

d'onde à symétrie sphérique sous la forme Éçt,t1 - E(r,t)ûr? On pourra faire appel au

theorème de Gauss, et I'on rappelle que la cavité est supposée vide.

Q39. On considère une évolution temporelle à la pulsation c.r, et I'on pose

Ê@,t) :  Ê@ 
"-iwt 

,  Eçd,t) -  É@) 
"- iutt  

.

Ecrire les equg,tions de Maxwell en termes des champs È@ et É@). Déduire. des équations

d'onde porrr-.É1 d,t) et É@,t) tes équations différentielles vérifiées pu, Èç4 et É@).

Q40. On cherche une solution de la forme

É@) - n?)sino û6 ; (5)

deon admettra que la divergence de ce
l'équation suivante :

E',@) +

champ vectoriel est nulle. Montrer que ^E est solution

/  ^  2 \
E'(r) + [ k2 - + ) e(") - o ;'  

\  r " /
2
T

on consultera le formulaire donné en début d'énoncé, et l'on précisera Ia valeur de k.

Q41. Quelle est la condition sur E(r)
É@) à I'aide de I'expression (5) pour

condition aux limites au voisinage de
I'est aussi pour le champ magnétique.

imposée par la paroi conductrice de la cavité ? Exprimer
É et d'une des équations de Maxwell. Montrer que si Ia

la paroi est vérifiée pour le champ électrique, alors elle

q42. On pose E(r) - f (kr). Donner I'équation différentielle vérifiéâ par f (z).
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Q4g. On peut montrer que Ia seule solution de cette équation (à une constante multiplicative

près) qui ne diverge pas en z - O est /(z) - Y 
- ry. En déduire que les pulsations des rnodes

éIectrornagnétiques de cette cavité sont

up: l ro ,

où les zo sont les rnêmes que ceux de l'équation (4) décrivant les résonartces acoustiques.

q44. Calculer la valeur numérique de Ia fréquence du mode P : I.

Q4b. A partir d'un raisonnement simple et sans refaire de calculs préciser comment l'équation (6)

est modifrée si les mesures des résonances électromagnétiques sont effectuées en présence du gaa,

que I'on assimilera à un milieu diéIectrique de permittivité relative er.

2.4 Prise en compte de l'élasticité de Ia cavité acoustique

On revient maintenant sur le calcul des pulsations des résonances acoustiques effectué dans la

partie 2.2, pour corriger I'hypothèse faite alors d'une paroi parfaiternent rigide. En effet le métal

constituant I'enveloppe de la cavité a une certaine élasticité, Ies ondes acoustiques entraînent

donc des déformations de la paroi qui modifient faiblement les pulsations de résonance au sein

de Ia cavité.

Q4G. Considérons d,'abord pour simplifier une situation unidimensionelle, schématisée sur la fi-

gure 1. Un piston de surface ,S et de masse surfacique p est a.streint à se déplacer sans frottement

Ie long d'un axe u. II est sournis à une force de rappel élastique de constante de raideur Æ. Le pis-

ton sépare un compartiment de pression Ps * Pt(t) et une région de pression Ps constante. Ecrire

I'équation du mouvement qui régit z(t).On introduira et définira Ia pulsation caractéristique r,.r"

du mouvement libre du piston.

(6)

J

I

I
I

I

I

q47. Ca.lculer I'admittance acoustique Y(u). c'est-à-dire le rapport des amplitudes complexes

à la pulsation ar de la vitesse du piston et de la surpression P1.

Q48. On revient à la géométrie sphérique de la partie 2.2. eI I 'on suppose maintenant que la

paroi cle la cavité cle ra.r'on a n'est plu.s parfaitenrent rigide nrai.s se comporte comme une inter-

face d 'adnr i t tance Y(a).  I ln ut i l isant l 'exprcs. ion de l 'établ ie à la quest ion préédente et  en

négl igeant l 'ampl i tur le du nrouvenrent de Ia paroi  derant la longueur d 'onde acoust ique. donner

I'équation fixarrt les nouye.lles valeur: ;! . ier- nrcrlrs acousi.iques radiar.l\ PcrnrL. dan-s Ia c'avité-

Ftc. 1 - Schématisation de l'élasticité de la cavité acoustique.

Q52. Faire la liste des autres effets physiques qui, selon vous, devraient être considérés pour
décrire plus précisément cette expérience.

Po * h(t)
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